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Résumé

Ce mémoireporte sur le risque de longévité ®tu r | 6 ude idifféresta t i on
instruments financiersl ®r i v ®s qui permettraient aux ¢
régimes de retraite a prestations déterminées de se couvrir. Le risque de Iqgeévité
étre défini comma le risque que les population® rentiers vivent plus longtemps
g wdticipé Cette incertitude quant " | 6®vol ut
ddassur ®s entra’ne des ri sques financier
économiques. Pour lesind/ i du s, l e risque de | ong®vit®
leurs ressources financieres, entrainant une baisse de leur qualité de vie ou un retour forcé
sur le marché du travail. Pour les institutions qui offrent des couvertures pour garantir les
revents des retraités, le risque de longévité est le risque deestioeer les taux de survie,
entrainant une augmentation des engagements permettant de couvrir suffisamment les

promesses futures de paiement.

Bien que plusieurs obligationle longévitéient a&ja été introduds sur le marché

sans toutefois étre un succes, cette initiative a ouvert la voie a plusieurs réflexions, dont
celle de développer un marché de produits financiers dérivés pour se couvrir contre le
risque de longévité. Cette étuded i a depdeux produits existant dans le marché des
produits d®ri v®s et qui servent principal
doobl i:tpaforwands etlesoptions.6 ef fi caci t® de | a couve
desportefeuilles unicohorteet multicohorts (plus réaliste) et avec des instruments dont

les sougacents sont les taux de survie, les taux de mortalité et également les parametres

kappas du modele de prédiction des tdenCairns et a[6].

Que ce soit avec un portefeuille unicohorte ou un portefeuille multicohorte, les
r®sul tats sugg rent que |l es forwards et | €
type, | EpedttedRortialt a 99% diminuergrandement. Les forwardemblent
plus performants dans la diminution du risque que les options, en revanche les options
permettent de garder des surplus plus élevés en moysmreun biais positifLa
réduction duisquemesuréeaa v e ¢ | 6 Ex p e ¢ tpendetdeprendregnfcompté , qui
l e biais des options, indique que | es deunx

efficacité.
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Mise en contexte

Le phénomene du vieillissement de la population est une réalité a laquelle doit
faire face la majorité des pays industrialigégen que certains événements inattendus
comme la Seconde Guerre Mondidlee s mal adi es cardi oetascul a
audiabéte ou encore la récente pandémie du Coronavirus (CO9)lpeuvent affectés
négativemenles taux de mortalitdes progres dans le domaine de la santé et le meilleur
niveau de vie général tenderaraéliorercontinument 6 e s p ®r a@estendrtes v i e
démographiqueaménat des lorsdespréoccupations concernant la viabilité de certains
fonds de retraiteEn paralléle, on observe des taux de natalit@legadu seuil de
renouvell ement de | a popul ation depuis de
pyramide des age®ar conséquent, il y aurait relativement plus de retraités que de
personnes actives sur le marché du travail et les régimes de retfegtetsdefs prestations
déterminées pourraient faire face a un risque de d€aunémoire visainsia trouver
des solutionpour protéger les différentes parties prenantes face a ces nouveaux risques

non-mutualisables.
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1. Introduction

Sel on | 6 Or g a n i-Uniad2ir]ofe viallssemeXtdetlai papalation est
en train de devenir | d6une des pl®fsiécle, mpor t ¢
avec des répercussions dans presque tous les secteurs de larsuteidtdent dans le
monde du travailet sur les marchés financiessEntre 2000 et 2050, la proportion de la
popul ation mondiale de plus de 60 ans doub
correspond en nombre absauwne augmentation de 605 millions a deux milliards
d 6 i n dauvdurd deda périod€ette transfo mat i on d®mogr aphi que ¢
impressionnantg u 6 e | | e Ex éffetcl a fallu plus de. 100 ans pour que la part de
|l a popul ation fran-aise ©g®e de 65 ans et
gue 25 ans a des pays comme le Beida Chine pour connaitre la méme croissance de
leur populations el on | 6 Or gani sat i[28].n OMo/od iuali eo nd e ul &
démographique canadien au cours des derniéres décennies refléte bien la tendance
mondi ale puisque | 6esp®rance de \tatgle = | a
56.03 (58.22) ans en 1921 et 80.05 (84.18) ans en[2d]L6

Cette augmentation marqu®e de | 0esp®r a
sur | es ¢ o0 mp a-geaing gue ldsdands slaipersiongeblics et prigés.
derniers sbdédexposent 7 un ntalsusbééfida®anang r ap h

certain niveau de revenu entre le moment de la retraite et celui du dégéesque de
longévité est le risque que, pour une population donnée, la durée de vie moyenne de

| 6ensembl e des i ndi vi duwutends.dise técomposessiedxo n g u e

risques, sp®ci fi que et syst®mi que, ce dai am
conception actuarielle des | imites de | 6a:c
ri sque auquel p e u grandstnantbredDans ceecas, ld resqud esti de:c
diversifiableau sens de | 6assurance et dispara’t ¢
se constituer une mutualité suffisamment gratdter i sque i ndiversi fiat

pas par mutualisation et, de @dtf est difficilement assurablee risque de longévité
comprend wune part syst ®mi que. 1 sbagit
population de référence spécifique dévie, a long terme, de sa valeur attendue a un age et

aud e | ~ doéun he ddnzolre risge systémigpe de longévité est non



di versi fiabl e au sens de | assur ance cont

(spécifique)q u i peut °tre ai s®ment ®l i m n® par n
bien diversifie comme le préd# loi des grands nombréSo mpt e t enu de | 6au
constante de | 6esp®rance de vVvi e, i est i

solutions pour atténuer les effets du risque de longévité sur leurs portefeuilles.

Depuis plusieurs déceras déja, des démographes et actuaires se getstir le
développement de modéle de prévisions des taux de mor@aggrévisions permettent
entre autres de d®terminer | 0esp®rance de:c
pension aient une idéyénéraledes rentes viageres a payer aux retrabadl [9] a
cependantnontré queces modelesiéterministesont historiguement tendance aus
estimerl 6 esp®r ahecequ@eawvi @®but des ann®es 2000
de couvertureefficacescontre le risque de longévitdfin d 6 of f r i r aux con
d 6 a s s-uie eafandsede pension la possibilité de gérer ce ridkjake et Burrows$3]
ont sugg®r® | a cr®ation des obligations d
encoreconnu un franc succes, cette initiative a ouvert la voie a plusieurs réflexions, dont
celle de développer un marché de pradt s f i nanci ers d®ri v®s p
déune solution promett eus eCdamatidevasqgpenchen 5 en e
plus particulierement sur deux produits dérivés qui sont déja utilisés sur le marché pour
couvrir son portefeuill@l 6 act i ons o0:ules tbdvardsleti lep aptiong Ors va
construire un portefeuille synth®tique ef
couverture dont les soyacents seront les survies, les mortalités et les paramétres de
modéles stochastigs utilisés pour les prévisions de taux.

Apres cette bréve introduction, ce mémoi@mule les objectifs et les
contributions pratiques apportées a la littérature. La sectimel@ une revue déa
littérature sur les principales études portant suidque de longévité et les différentes
m®t hodol ogi es empl oy ®es p desdonnéed @iségbouwre r . L a
cette étude. La section 5 décrit la méthodologie des différents modéles de taux de
mo r t al iadi® lesmod@leds -tee[24], M5 deCairnset al.[6] et M7 de Cairns et
al. [7], et leur mise en place. La section 6 présente la construction du portefeuille

déannuit®s auquel on applique |l es instrum



section7Apr s une br ve anal ym®ecetémoireGecoriclutc aci t
en exposant les faits saillants des différents résultats.

2. Objectifs du mémoire et contributions

Le premier objectif de ce mémoire est de modéliser et prédire les taux de mortalité
futursa 6 a i ttbismodétes le modele LiLee[24] (référence en actuarialy modele
M5 de Cairnset al.[6] et le modele M7 de Cairns et al..[Qestrois modéles permettent

ensuitede simuler des scénas de déceafin detesterun portefeuille de rentes viagéres.

Loutilisation de diff®rents instruments fi
l ong®vit® et | 6®valuation de | eurs efficac
Bienqud a | i tt®rature scientifique aummgor ge

articlenes 6 i n ta®arfaésa la auverture en survie, en mortalité et en kappa pour une
population donné&ut en prenant en compte un ajustement pour le rigfjuee sens,

cette étude permet une avancée dans ce domaine grace aux résultats obtenus avec la
population des femmes canadiennes, et égalerdans une moindre mesum@vec A

population des hommes canadiens, américains et britannifu@su n p oient de
pratique, |l a contribution principale est
dérivés sur la longévité, en particulier au Canada. Les transactions sur les produits de
longévité sont en croissance depuis quelques arinées 6 ®c he |l | quitraduin di al e
un int®r°t et une volont® de se prot®ger ¢
seulement de portefeuilles unicohortes, mais également de portefeuilles multicohortes.

En effet, ces portefeuilles refletent davantage la réalitéell@agdovent faire face les

participants du march®, en particuli.er | es
Lesconclusionde | 6efficacit® des trois types de
dans | doptique dobéun ede®placd conurpte deeels instrententsd 6 u n

sur le marché



3. Revue de littérature

Afindedressean portrait global du sujet, il es:s
des étudepasséeainsi que les résultats les plus marquants dans la littérature scientifique.
Le risque de longévité en tant que tel est certes une problématique des temps modernes,
mai s | 6 i ndémagraphie, gropaniculiergaévision des taux de mortalitée
date pasbidémigeudil se soit .lamat@hakisat®ndees de
la science de la populati@beaucoupprogresé au XIX*™esiécle, notammnt grace a la
formul ation doéune | oi pdrdBenjamin Gompetfa2] etde ® f 0 n
la loi logistiquepar PierreFrancois Verhist[35]. Dans sa publication de325, Gompertz
suggeraque la force de la mortalité augmaintl e f a- on exponentiell e

modele paramétrique

ou gx correspond a la probabilité de dédea n s |d & andlivid® @gédex années, K

et U ®tant des constantes. Une telle | oi
aussi aux problemes concrets que se paflais actuaires a @®€poque ou les statistiques

de mortalité étaient encore incertaines. Petit a petit les derd@recensement se sont

améliorées et ont mis en lumiére quelques insuffissthcenodele aux ages assez jeunes,

ce qui a poussé Makehdb]” proposer | 6ajout dbébune cons
période, Verhulsapropogun autre mod | e de <croissance
proposé par Malthus Ce mod | e, gui utilise entre a

« fonction logistique» en 185, st i p upopmlatignuvériainsa croissance ralentir
au furetamesue que son effectif progresse. Malgré le fait que ces premiers travaux
datent doéil y a presque deux si <cles, ce 1

de prévisions se sont multipliés.

Cesrécentsnodelesstochastiquede prévisionsontissustau d 6 deladnamthe
desstatistiques appliquéa@ ladémographie. llsitilisent les taux de mortalité historiques

pour exprimer les taux de mortalité futesn s e basant sur | 6hypot
des taux dans |l e tempa ¢éat mé omes tdamtse | éta v
toutefois dans la Section 5@u | est i mpor tleann o ndber eb i dedna ncnh&



données dans lp ®r i o d e. Erd éff@ toru peet prendre des données tellement
| oi ntaines quoraédnipdsusne ocaea®menpomdx. tenda
Déaill[@lassbaulign® que si l a p®riode do®t
hy pot Htaitpas respécL 6un des mod | es doéinspirati:
est celui de Le€arter[19] qui consiste a extrapoler les tendances pas€&esiodele a
t out té dehetoppd spécifiguement pour les données américaines et suppose que
les taux de mortalitéont loglinéairesL 6 i d ®e est dobéajuster ° | a
par x et t) des Il ogarithmes des taux une
phénomene aléatoirdl. a par la suite été reprisaveé @ u t r e s comimerceu®des
pays du groupe du G7 pour Tuljapurkar et[8B] par exemple au poi nt 0 Y
rapidementimposécomme lemodele actuarieétalon pour la prédiction des taux de
mortalité.Dés lors, de nombreuses études et extensions de ce modéle ont été développées,

| 6i mage des [38 et lea[U8kquidm putb ebtimer tedhparametres
en utilisant la méthode des moindres caff@kS). Alho [1], quant a lui, gorivilégié
| 6 e st desmpatamébres/ec la méthodéu maximum de vraisemblanceNtaximum
Likelihood»).Cet t e approche se base sur | 6approxi

O 0, qui suivrait une loi de Poisson. Le modéleastsdéfini par:
0 0x DE€Qi &a€@0 0

ouad o0 Q est le taux de mortalité modélisée@to r epr ®s ent e | 6ex
au risque de mortalité. Selon Alhe,a m®t hode r ®soudr ai 't en
principal de | a m®t hode avec OLS qui p C
homoscédastiques. Legarithme des taux de mortalité observés est davantage variable

aux ages avancgsl ut 1t g u 6 aparge qyedeunanebee deCpgreosaas ages

avancése st pl us petit et donc | 6i mpact mar gi
important Bien que réilisée par Brouhnset al.[5], cette approcheense sera toutefois

pas vraiment imp@&e. Une autre estimation possililes parametres est celle proposée
parBoothetal4]. 1|l s furent | es premiers ~° souligr
en valeurs singuli res ( S veeQartepseélectionné 6 e st i
seulement la premiere panle paramétisd  etll parmi la nultitude de paires estimées.

Ce point est en partie développé dans la modélisation du moel(@akter(Section 5)



0% | 6on soO0int®resse aux deux pr emi res pa

extension peut mener & un modéle bien plus compligu& fhrme suivante

Ultérieurementces modeles avec plusieurs termes age/péfiodet{ ) ont f ai t | ¢
d 6 ® splud gpécifiguescomme celle de Hyndmanet UlIEEBjqui  ut i | i se | 6 ar
données fonctionnellegt dont ma collégue.@edyalkova[26] traite également dans

son mémoirepu encore celle de Wang et @86] q u i utilise | 6@nal yse
principales. Ces extensions du modele deCarterse sont montrées moins populaires

dans la pratique, probablement a cause du grand nombre deeprasaqui rendait la

prévision compliquéeDans ce m®moi r e, on va se pench
proposépar LietLee[24]oul 6 app !l i c at iedQartecdsasfaitmansiun premiek

temps sur un groupe de population pour identifier la tendance centrale du groupe (facteur
commun), puis dans un second temps on identifie les particularités et les tendances

hi storiqgues de chaque pompunatli@abor dnorya np d
étude, le modéle Liee est adapté pour prendre en compte le risque de base de chaque

population etpeneg t re | a mise en place doéwose couv
population hedge). Les différents modeles énumérés jg u 6 ~ pr ®stedo t SOi |
modéledeeeCarter mai s il existe dbéautres types d

mortalité dans la littérature. En 2006, Cairns €fGhlont proposé un nouveau modd&e
modéle CBD M5,qui sort du paradigme Le@arterd o nt  e&sépropriétés @st tres

i nt ®ressante dans | doptique de d®vel opper
de | a propri ® ® dbéinvariance des donn®es
param tres pass®s ident ilgeuse sd om°nn®ee sa pdra nss |1¢

Chan et al[8] précisetoutefois que les fits » sont moins bons que les autres modéles
ce qubéil va tenter de corriger gquel[ffues an
ontélargi leur modéle M5 initied t exami n® tr oi s aommégMés mod

M7 et M8. lIs se définissent par

-uDTOEO I o o ol o
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Tous ont la méme forme de base que le modéle M5 auquel on rajoute un terme de cohorte,

et également un effet quadratique dans le cas dédskfits»s 6 am®I| i or ent par
au modele M5, ce qui regle en parteproblemedu «fit » m° me s i cbest to
logigue compte tenu que ces modéles vont chercher de la structure dans les résidus de M5
avec des parametres en plus. lls stamcnon seulemennoins parcimonieurniais ils ne
respectent plus | a pr opren @nt@particd canse @leg | an c €
plusieurs contrainted 6 i dent i fi aQubite® daoi.@rephtiqueele spect
mod | e M7 sbdbav merétdesl axpebosi pppullu mod

meilleurs« fits » que M6 et que la sélection duapproprié pour le parametre de cohorte

avec M8 rend plus compliquéddit »desdonnée€ 6 e st pour quoi | e cho
mod | e s 6 e s tBienpquerce MEMsing ne valtraitpre cesmodéles Li-Lee,
M5 et M7, i est i mportant de f ai rmodaestaiter quer

modele de Renshaw et Habernjady, dit M2, qui incorpore un terme de cohorte dans le
modele de eeCarter, le modele agpériodec o hor t e [@% GppecEgaldment
M3, ou encore dobéaut rfeisn amocde |ceosmnsed il ndsuptiirl ai nst:

d 6 Or nUhlenbaeckavec entre autres des mouvements browniens.

4. Description des données

Avant de présentdes données utilisées et la fagon dont elles ont été obtenues,
définissons le taux central de mortafffo ur | a cohorte ©g.@e de X
reprenant les travaux de Cairns e8], on appelle le taux de mortaliténtralpour un
individu &gé de x annéesla 6 a n, m@g), lequel correspond anombre de déces au
cours de | 6ann®e t ddiwsé pamlamoyennd deda p@pgl&dien de >
observée lors de I'année t et 4gée de x années. La moyenne de la papajgtioxine
souventpar un estimé de la population agée de x annéesiall i e u d soitlée Iann ®e

Juin Le taux central de mortalité est alors donné par
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Comme notre étude se consaenepartie a la comparaison et la dépendaeda
mortalité estiméeentre populations, les données utilisées sont les taux centraux de
mortalité chez les hommes et les femragés de 0 & 110 ans et ppmir le Canada, les
Etas-Unis et leRoyaumeUni.La f e n ° t peats d ® Rded @B date a partir de
laquelle les premieres données américaines sont disponibles) ja64a Ces données
sont disponibles via la base de données de mortalité humaine (Human Mortalitgdeata
ou HMD) [14]. Cette base de donrgte été créée par le département de démographie de
| 6Uni ver sit @Bertedey (BaasUnf e ) niae ns i gue | 61 nst
(Allemagne) afin de fournir des donnékXaillées sur la population et la mortaliéd n e
quarantaine dpays Elle contient entre autres les taux de mortalité centfany, la
probabilité de décata n s I(gR)alenodbee dedéces@d ou encore | 6esy
vie (e enfonctiode | 6 ©ge x Betende uledxarem®@®eaitn.e,s m®t h
comme le modélé.eeCarter originel [19], préconisent de regrouper les données par
tranchesde 5 ansnous utilisons dantoute notre étudées taux centraux age par age
Notons aussijue bEsmodélisatios choisiesont en agespécifique et non en cohorge
c 0 édire en suivant les diagonales de la mattiedessousAvec la notation du taux

central danortalité précédemment énoncée, la matrice de données se présente slors sou
la forme:

d1iAPwoo pwoTE ¢mpu ¢mpo
I a a p E & ; a
p v &R E E E TR
e &6 6 £ E £ & g
pmw O & E E E a i
ppm &9 a i E & “ 5 O

La Figure 1 repr®sente cette matrice o
avec LUedsbrpetemporelles pour chague age semblentesune tendance a la
bai sse, c¢comme |qaiiedt ungmed ptarede lad&iguFeil gaurles femes

agées de 65 angrace notamment aux progres de la médecine et de la technologie qui ont



permisd 6 a m®1| i or er lcenséguemneeat diminuer ley taug deenbrtalité. Ce
phénomenest non seulemén observabl e pour | es tmwsois poc
ageset genresmais il est égalememte la méme ampleuAutrement dit la tendance
décroissante des donngasur un age spécifiqgumurne autour des mémes taldour

| 6©ge de 65 Iestasxdpmortalité degtroip populationsdeste nvi r on 0,
en 1933 et diminuent en 2016 entre 0,007 et 0,01. etégproximité des données ainsi

que de la tendance générakd renforcéelu fait queces trois pays sont développés et

partagent uméme mode de vie
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Figurel: Taux de mortalité bruts des femmes canadiedads) a 110 ans
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Figure 2: Taux de mortalitéles femmesle 65 ans pour les trois populations

Un des objectifsle cemémoire étant de tarifer des produits dérivés de longévite,
la modélisation des taux de mortalgéu e | 6 odait éwethpllsipiEise possible.
D s lors, il est n®cessaire dobéaborder | a
d 6 ®v i régressidne fallacieuses. En effet, si les séries temporelles sent non
stationnaires, ce qui est le cas comme le suggeére la Figure 2, les prédictions obtenues
pourraient étre trop optimistes et erronées. La solution consiste a les rendre stationnaires

endifférenciant les données par rapport au temps
3 G R Gp 1)

On présentdées données différenciées pour les femmes canadiennes a la Figfire 3.

de mieux visualiser la stationnarité des séries temporelles et de comparer les trois
populations entrelles, on présente a la Figure 4 les taux de mortalité différenciés a
traversle temps poutes femmes agéete 65 ans. Bien que graphique ne soit pasain
statistique, comme le test de DickEyller que nous utiliserons plus loin dans ce
mémoire, il semble indiquer que les séries différenciées sont bien stationcairtps

nouspermet ainsi de chercher un modele valide.
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Figure 3: Tauxde mortalité différenciés des femmes canadiennes de 50 a 110 ans
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Figure 4: Taux de mortalité des femmes de 65 differenciéspour les trois
populatiors

Onconstateégalement que la volatilité des taux de mortalité et des données différenciées
(respectivement Figure 1 et 3) tend ~ augm
est doapranancdgtour legransisagesui sque | 6i mpact mar gin
personne de 90 ans sur | es taux de mortald]
de 65 andl.es populations les plus agées étant moins nombreuses, la fluctuation aléatoire

des données ealorsplus marqué HumanMortality Databas¢14] aainsiremédié a ce

11



probléme en lissant les taux de mortalité avec le modele de Kajitistoe qui explique
lestendancelinéaires observéea partir de 90 ans.

5. Modélisation des taux de mortalité

Depuis plusieurs années, de nombreux modéles de mortalité stochastiques
extrapolatifs sont utilise€Ces modeéles sont construits de la méme manguand ils
modélisent les donnéésstoriques, une ou plusieurs séries de parametres variables dans
le tempsou en fonction des agsent identifi@s. En extrapolaries parametraemporels
dans le futur, des prévisions de mortalité sont ole®rDes parametres, qui contiennent
deprécie ses i nformations sur | 6®volution de |
du temps, peuvent étre utilisés comme irslide mortali€. Dars cette section, nous
allons modéliser les taux de mortalitésdmpulationscanadiennes, américaines et
britanniquesde deux fagonpour pouvoir estimer au mieux les taux de mortalité gutur
Nous introduirons dans yremiertemps lemodélede référencee LeeCarter (LC)[19]
auquel nous appliquerohsd e x t propasé parhi etLee(LL) [24] en incorporant un
facteur commun et un facteur spécifiqueprea chaque populatioha seconde méthode
débesti mat i onplémentenle msdele M5 de Caires al. [6] aux mémes
données. Le choix de ce modekt justifié par sa robustesse par rapport a une extension
de | a p®riode de r ®f ®rence, autrement dit
sont disponibles et que le ohee est mis a jour en les incorporant, alors les indices des
années préxientes ne seront pas affectés. Cette propriété est trés impqgutamte
| 6application que | 6on en faice seraieimpodsiblem anc e,
de suivre un indie si ces valeurs historiqudsvaient étreevisées régulieremerinfin,
l e mod |l e M7 de Cairns et al . [ 7] sera ®:
«fitswetgu @ s 6dumalgdeMb equi poss de | aetsurlegyelr i ®t ®
se fonde la couverture en kappa

12



5.1 Modéle deL eeCarter

5.1.1 Présentation du modéle de base de L&earter

Le modée proposé pateeet Carter[19] est devenwn modéleactuarielétalon
pour la prédiction des taux de mortalité, que ce soit pour de simpleddiistiquesie
recensemenbu pour kescouverture d 6 as s Wlrmaamrsc el 6actuarliaat con

modélisation ainsi retenue est la suivante

ag | T - q

& O représente le tawentralde mortalité aladatgpp our x| 6 ©g e

| est | a compos anxed spP® mitfalagpaer neyehaé @gre
desa €4 j au cours du temps,

I d®crit | 6®vol ution g®n®r ale de | a mort

I traduit la sensibilitpardged e | a mortal i t® par rapport
la mortalite,

- j est le résidus reflétant les particularités propres | §®gge”™ tnmMann®e

capturées par le modéle.

Les donn®es initiales se pr®sentent sous
doubl ement indic®e par | 6©0ge (g®n®r al ement
consiste a décomposer legirithme des taux de mortalité centraux selon deux

composantes, | 6©ge et | e temps, gir ©ce 7 u
1) laquelle sb6éajoute une variable al ®ato
selon unelLd®st iN®t ildn.des t aux exrapoaotr t al it
| 6®vol ution de ces facteurs ddemoddeGestvenir
toutefois non identifiable car syparamétré. Il convient de poser quelques contraintes

supplémentaes sur les paramétrpsour gar antir | i denti fiabil
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avecd etOr especti vement | 6©ge minimum et | a

etd etOrespectivement | 6©ge maximum et | a de

5.1.2 Estimation des paramétres du modele
La partie droite de | 6®qesatstinen in@demport e
aucune variables observabl es, | 6esti mati ol

des moindres carrés ordinaietsune décomposition en valeurs singulieres (SVD)

| A A AOGCET a&y | 116
A

1¢re étape: Estimation de )

Léoesti mati on s@&o bpyadceadté ®geati on qui mod®I i
mortalit® et en wutilisantl.Canmeg odépencedent e d
| 6©ge, | 6dast uclesi it gnssriapériede.” s ommer
a el j I B T I - § N Q& B QO
Or,
~ h T ow s ” ~
I mQo : : MTww- ;DU mh,
5 o D0 Th
Qel | o 0 pJ by
F‘) I & 5 o
0O o0 p

On obtiendela Formule(3)gu e | 6 e s |t ieshla mayenme techporelle | 6 ©ge x,

du logarithme detaux instantargde mortalité.
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2¢meétape: Estimation de 7, etd .avec unedécomposition en valeusinguliére

Lesparamétres etll sont endogenes et se déduisent déélzomposition en valeur

singuliere(Annexel) réalisée sur la matrice;, & &4 f |

R T 5t6 , 00 , 00U

avec:

On dénote U la matrice des vecteurs singuliers a gaWhk matrice des vecteurs

singuliersadroitet E | a matrice rectangulaire dont
valeurs singulieres de la matrice;. Les Fi gures 5 et 6 il 1us
paramétres ,T etll | or sque qu e le médeleLCayxhbmmeasuet aux

femmes canadienngSes parameétres sont obtemumsutilisant les données de HMD4]

a partir de 1950 au lieu de I®Ze choix se justifiel 6 u N e lesdauxt de Matalité
plusélevés causés par la Seconde Guerre Mondiglar la tendance générale des taux

de mortalit® qui Jebam@l6Dpasitirae mamde ,enh al Md
I avec un modele ARIMA est plus simple avec les données dés 1950 (marche aléatoire
pluttt qud”™ partir de 1933 (ARIMA(1,1,1)).

“Ar o
//'}'
2 A
-3 r -
f//,. %
E4r e .
[41] J///
= #
< -5 //’
| Al
_,5 —| -~ 3
—— -
7 Jl of
\ /
e Alpha h
| WS o pha homme | |
-8 "'\____/l_ § Alpha femme
rad i L L L L L L i L
] 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110
Ages
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Figure 5: Alpha de la population canadienaxec le modele LC

On note que le parametre, connait une diminution de 0 a 10 ans et tend a
de

augment er

f a-

prononcee dé¢

or s

de

on

constante

par

rappor:t

| 6 a3d0o |l eerssc)e ngeut( 1206expl i que
(surtout chez les jeunes hommesyes accidents de la route plus fréquents. La tendance

générale des taux de mortalité pour chaque adngeécroit entre autres a cause des

progr s de | a m®decine et dodiunous maiqudlh eur n
vitesse a laquelle leaux diminuent par rapportlia.
flll\\|| Beta homme 60
h. 1 Beta femme — Kappa femme
ozt 11 \™
Il [ 40 ‘-"\:...\\
R = <
.il| e oy
0.015 1| 20 o
%ﬂ .II | E‘é ) i \ ;
@ 01 2 : \_'_' g
N 20 "'\'73\1
0.005 AN \
W\ 40 Wy
Y \
0 Y L7V
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Figure 6: Beta et Kappa de la population canadieavec le modéle LC
Pourvé i fier | a qualit® du mod |l e, on introd:
pourcentage de variance expliquée, et qui&mit par:
— ” U
2 B_ B,
ou_ représentent les valeyrsopres de ma décompositidre modéle de Le€arter ne
prend en compte que lapremierevaurngul i re dans | Geatti mat i
. Or si |l e taux déinertie U est jug® insu
i peut °tr e p eurplusiearevaléurs dirigulierespplémentairedars o

la décompositionL éxtension a deux facteurs du modele de-Cager proposé par
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Boothet al.[4] inclue justement une deuxieme valeur singuliere pour obtenir le modéle

suivant:
ae ;| Fallg 1T allg -5

avecleamémexs ontraintes:doéidentification

o

On notera que | essont@domnées de fagan Mécwitsanterserda U
di agonale de |l a nmatzi €e ZzF, ; aludtarpepnoerntt nuairtg i
déune svalgadr r e suppl! ®mestainside ples enlpdfisbde. | 6 e s t
Il devient alors nécessaire de regarder si la précision apportée par une valeur singuliere

suppl ®mentaire vaut | a peine doéalourdir | ¢

I selon un modéle ARIMA pour les prévisions futures, ce qai sare plus loin.

Hommes Femme

Canada 0,9363 0,911
EtatsUnis 0,956 0,999
RoyaumeUni 0,9379 0,9318

Tableau 1 Taux ddlasMber t i e

Déapr s |l e Tableau 1, tous |l es taux doi
bons r®sultats, associ ® au faible apport
per mettent de conclure que | a SVD dbéordre

I oetl .

5.2 Modeéle de LiLee

Depuis plusieurs décennies, les populations du monde entier deviennent de plus
en plus connectées par le commerce, la technol@gepmmunicatios, les transports
oumémeles maladies. Bien que chaque pays ait sa progt@re, sa culture et un niveau

de développement qui lui est propre, la démographie est également touchée par cette
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interconnexion mondiale, en particulgourl 6 e s p®r ance de vie et |

En effet les tendances et trajectoires de lgalité pour des populations étroitement liées

semblent étre relativement similaires et les quelques différences existantes ne tendent pas
sbaccro’ tre " |l ong t e-Carte|l9 proposée pagbhieei on du

[24] vise a mettre en lumiére cette interconnexion dag@opulations deertains pays

de certaineggions géographiquepécifiques ou simplement entre sex& incorporant

un facteur commurt un facteur spécifiguéans € mo d estinatiord dies taux de

mortalitéde LeeCarter.

5.2.1 Du modeleLC au modele a facteur commun augmenté de tiee

Pour éviter les divergences a long terdans les prédictions de la mortalité
moyenne pour un groupda condition nécessaire et suffisante est que toutes les
populations du groupe doivent avoir les méme®t [ , respectivement dénaté et
y . Ces parametres sont obtenus en appliquamhddéle LC au groupe dans son
ensembleOn estimeensuiteles| séparément pour chaque population du groupg (
étanttoujours a composant e PuuRlapopulatppuik ce qui hecasee X
pas de divergence a long ternhe. modéleobteru ci-dessous esippelé le «anodéle a
facteur commurmle la population i »

o & Rp ' n €Y - ¢

¢
= xi

Bien que ce modeéle capte les changements de mortalité au cours du temps pour le
groupe, il est généralement moins précis que le mod2kppliqué séparément a 'S
population parce que le facteur comnaury ne minimise pas les erreurs pour 98
population.Chaque population possédes caractéristiques différentes qui ne sont pas
prises en compte dans le modeéle a facteur commun. On constate que plus les populations
étudiées ont des conditions socioéconomiques similaires et des connections fortes, plus
le modele a facteur commutonrera de bos résultas di & des spécificités moins
marquéesTout ef oi s s l e mod | e © facteur c¢ommi
dans wune seconde dphasd akdientfr;mduRattfdmue
population en utilisant la ¥ sur la matrice des résidus du modeéle a facteur commun

fR 0& mr | mR €Y . On forme alors le «modéle a facteur commun

augmenté suivant
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a & i [ wd & - R X

oue y etr gl p correspondentespectivemenau facteur commurdu groupe etau

facteur spécifique a chaque population appartenant au grbapEigure 7 ci-aprés

repr ®sent e | di®éreots pataméires erd appliquansle modéle LL a la

population canadienngour la modélisation des deux populations femmes et hommes

Ces graphiques pour les populations britannique et amérsatnauvent e\nnexe 3
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Figure7 : Beta et Kappa de la population canadienne avec le modele LL

On remargue que le Beta commun et le Kappa commun sont similaires a ceux de
la Figure 6 puisque ces deux parameétres vont chercher la structure commune entre la
population des hommes canadiens et des femmes canadiennes. En revanche les
graphiques de droitdlustrent les caractéristiques de chaque genre dans les résidus,
comme par exemple un pic du beta des hommes autour de. ZDeguis indique que les
jeunes hommes meurent plus comparativement a la population totale du Canada, ce qui

peut s 0 e dgsladcidentede lapoate plus fréequents.
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522 Choi x
Le

du

doexplication

mod | e gr©ce au ratio dobéexyg

rati o me s uet permét dogcu e | p C
de choisir le meilleur modele possible pour estimer les taux de mor@iitdésigne

Rs(i), Rc(i) et Rac() r espect i vement |l es ratios dbéexpl

individuellement a l&f™population, du modéle & facteur commun et du modeéle a facteur

commun augment&es derniers sont calculés comme suit

B B A& rn | R I R{dRO
YE p - )]
B B ae fp | RO
i} B B a & fp | R €Y O
Y E p - w
B B ae fp | RO
, B B & prn | €Y T RO
Y E p = . p Tt
B B aed fpr | RO

Le numérateur dia seconde partie ddnaque ratia 6 e x p | corespond &lasomme
L e

de référence qui estime les taux de mortalité simplement commelataerdyenne

des carrés degsidus (£€R) du modéle choisi d ®n o mi

nateur est I

temporell e, | 6 ©g eentrayxde dnartalitéAigsaplus lésihémicdus d e st

du modele chigi sont faibles, plus le rapport des deux SCR est petit, de sorte que le ratio

débexplication se rapproche de 1.
Homme Femme
Rs Rc Rac Rs Rc Rac
Canada 0,9363 | 0.9258 | 0,9516 | 0,9311 | 0.9127 | 0,9309
EtatsUnis 0,94% 0,9338 | 0,995 | 0,999 | 0,9243 | 0,%77
RoyaumeUni | 0,9379 | 0,9257 | 0,9%68 | 0,9318 | 0,9044 | 0,9496

Tableau2Rat i o d 0 des differentsanbdélesn

Comme le soulignent Li et Lee dans leur artjed, le modele a facteur commun
est B moins bome des troismodélisationcare y ne minimise pas les erreurs de la

population i maisplutét cdles de la population totaléRc < Rs). De plus le facteur
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spécifiquedu modéle a facteur commun augmemtiéimise lesrésidusdu modéle a
facteur commumpour modéliser de la structure restante propre a chaque popyRgtion
< Rac, sauf pour les femmes canadiennes)

5.2.3 Modélisation des Kappas et prévisions des taux de mortalité futurs

L6int®r°t de mettr e den cpalpa cwea ewstalxdd®d oll eu
de mortalité historiqueest par la suite de pouvoir prédire du mieux possible les taux de
mortalité futurs Celaconsiste a modéliser les séries temporelles de Kappas grace a un
modéle ARIMAet doéutiliser | es Kappas]| f,ateir s es

[  pour chaque age Co mme | 6 i |7 les¥Kappas nelsant p&sis@tionnares
et doivent étre différenciés.

Mull Hypothesis: D(SERIES01) has a unit root
Exogenous: Constant
Lag Length: 1 (Automatic - based on SIC, maxlag=10)

-Statistic Prob*

Augmented Dickey-Fuller test stalisiic -4 512386 0.0005
Test crilical values: 1% level -3.536587

5% level -2 907660

10% level -2 591395

*KMackKinnon (1996) one-sided p-values.

Tableau 3 Test ADF sur le Kappa commun différencié

Le test Dickey Fuller augmenté est un test statistique qui vise a savoir si une série

temporel |l e es tadiebiads propnétéa statistiques vadientsotl pas dans
letempsD6 apr s |, lapvalaekest dedd 0BG Besinférieure auseuil de 0.05)
on rejettealorsl 6 hypot h se nulle de racine unitair

Kappas communs différenciée est stationnaifeur compléter la modélisation, on

analyse les SAC (Sample AutoCorrelation) ainsi que les SPAC (SaRglal
AutoCorrelation) du Kappa commun et de la séiff&renciéeA la Figure 8, o constate

que B f oncti on d & a&Kappao déoraitr léhieraenti ed que & fonction
déautocorr®l ation partielle chudquendigueut al e
gubun mod | e MA nodest peubésre m@lsé par AR(L)a@ et gL
une marche aléatoire. Concernknteérie differenciédes deux graphiques au bas de la
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Figure8corr espondent ° un bruit blanc et ren

comme modeéle.

Figure8: SAC et SPAGIu Kappa commun et de la série différenciée

Modele ARIMA| (0,1,0) | (1,1,0)] (0,1,1) | (1,1,1) | (21,0) | (2,1,1)
AIC (Matlab) | 267.9 | 268.6 | 269.0 | 264.4 | 2682 | 270.1
BIC (Matlab) | 270.1 | 273.0 | 273.4 | 271.0 | 2748 | 2789

AIC (Stata) 269.9 | 2706 | 271.0 | 2694 | 2703 | 272.2
BIC (Stata) | 2743 | 277.2 | 2776 | 2782 | 2791 | 2831
AIC (Eviews) | 267.9 | 268.6 | 269.0 | 267.4 | 2683 | 270.2

BIC (Eviews) 270.1 273.0 273.4 274.0 274.9 278.9

* Le modéle ARIMA(1,1,1) ayant atteint plusieurs contraintes, Matlab a attabxé&oefficients du
AR(1) et du MA(1) respectivemetlds valeurgar défautl et 1, ce qui tend a diminuer le AIC.

Tableau 4 AIC et BIC des modéeleBARIMA modélisés sur le Kappa commun

Bi en qudgadndideade&aimodélisation a choisir au vuSkes et SPAC
obtenus précédemment, on décitlé e st i mer pl usi eurjagerd®d | es
| eurs perfor mances 'AlC)etBayesindBIQ) quissedéfinissent r e s A
de la facon suivante
006c¢cQ ¢l 10
6061 10 2°Q ¢l 10
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