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Résumé 
 

Ce mémoire porte sur le risque de longévité et sur lôutilisation de différents 

instruments financiers d®riv®s qui permettraient aux compagnies dôassurance et aux 

régimes de retraite à prestations déterminées de se couvrir. Le risque de longévité peut 

être défini comme le risque que les populations de rentiers vivent plus longtemps 

quôanticipé. Cette incertitude quant ¨ lô®volution de la dur®e de vie des populations 

dôassur®s entra´ne des risques financiers cons®quents pour de nombreux acteurs 

économiques. Pour les individus, le risque de long®vit® repr®sente le risque dô®puiser 

leurs ressources financières, entraînant une baisse de leur qualité de vie ou un retour forcé 

sur le marché du travail. Pour les institutions qui offrent des couvertures pour garantir les 

revenus des retraités, le risque de longévité est le risque de sous-estimer les taux de survie, 

entraînant une augmentation des engagements permettant de couvrir suffisamment les 

promesses futures de paiement. 

 

Bien que plusieurs obligations de longévité aient déjà été introduites sur le marché 

sans toutefois être un succès, cette initiative a ouvert la voie à plusieurs réflexions, dont 

celle de développer un marché de produits financiers dérivés pour se couvrir contre le 

risque de longévité. Cette étude sôinspire de deux produits existant dans le marché des 

produits d®riv®s et qui servent principalement ¨ prot®ger des portefeuilles dôactions ou 

dôobligations : les forwards et les options. Lôefficacit® de la couverture sera ®valu®e sur 

des portefeuilles unicohortes et multicohortes (plus réaliste) et avec des instruments dont 

les sous-jacents sont les taux de survie, les taux de mortalité et également les paramètres 

kappas du modèle de prédiction des taux de Cairns et al. [6]. 

 

 Que ce soit avec un portefeuille unicohorte ou un portefeuille multicohorte, les 

r®sultats sugg¯rent que les forwards et les options remplissent leurs r¹les puisque lô®cart-

type, la VaR et lôExpected Shortfall à 99% diminuent grandement. Les forwards semblent 

plus performants dans la diminution du risque que les options, en revanche les options 

permettent de garder des surplus plus élevés en moyenne avec un biais positif. La 

réduction du risque mesurée avec lôExpected Shortfall, qui permet de prendre en compte 

le biais des options, indique que les deux types dôinstruments de couverture ont la m°me 

efficacité. 
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Mise en contexte 
 

 Le phénomène du vieillissement de la population est une réalité à laquelle doit 

faire face la majorité des pays industrialisés. Bien que certains événements inattendus 

comme la Seconde Guerre Mondiale, les maladies cardiovasculaires li®es ¨ lôob®sit® et 

au diabète ou encore la récente pandémie du Coronavirus (COVID-19), peuvent affectés 

négativement les taux de mortalité, les progrès dans le domaine de la santé et le meilleur 

niveau de vie général tendent à améliorer continument lôesp®rance de vie. Ces tendances 

démographiques amènent dès lors des préoccupations concernant la viabilité de certains 

fonds de retraite. En parallèle, on observe des taux de natalité en deçà du seuil de 

renouvellement de la population depuis des ann®es, ce qui a pour effet dôinverser la 

pyramide des âges. Par conséquent, il y aurait relativement plus de retraités que de 

personnes actives sur le marché du travail et les régimes de retraites offrant des prestations 

déterminées pourraient faire face à un risque de défaut. Ce mémoire vise ainsi à trouver 

des solutions pour protéger les différentes parties prenantes face à ces nouveaux risques 

non-mutualisables. 

 

 

           

Illustration de lôinversion de la pyramide des âges au Canada 
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1.  Introduction  
 

Selon lôOrganisation des Nations-Unies [27], « le vieillissement de la population est 

en train de devenir lôune des plus importantes transformations sociales du XXIème siècle, 

avec des répercussions dans presque tous les secteurs de la société, notamment dans le 

monde du travail, et sur les marchés financiers ». Entre 2000 et 2050, la proportion de la 

population mondiale de plus de 60 ans doublera pour passer dôenviron 11% ¨ 22%, ce qui 

correspond en nombre absolu à une augmentation de 605 millions à deux milliards 

dôindividus au cours de la période. Cette transformation d®mographique est dôautant plus 

impressionnante quôelle sôacc®l¯re. En effet, il a fallu plus de 100 ans pour que la part de 

la population franaise ©g®e de 65 ans et plus double (7% ¨ 14%), alors quôil ne faudra 

que 25 ans à des pays comme le Brésil et la Chine pour connaître la même croissance de 

leur population, selon lôOrganisation Mondiale de la Sant® [28]. Lô®volution du paysage 

démographique canadien au cours des dernières décennies reflète bien la tendance 

mondiale puisque lôesp®rance de vie ¨ la naissance pour les hommes (femmes) était de 

56.03 (58.22) ans en 1921 et 80.05 (84.18) ans en 2016 [14].  

 

 Cette augmentation marqu®e de lôesp®rance de vie a des cons®quences directes 

sur les compagnies dôassurance-vie ainsi que les fonds de pension publics et privés. Ces 

derniers sôexposent ¨ un risque d®mographique en garantissant à leurs bénéficiaires un 

certain niveau de revenu entre le moment de la retraite et celui du décès. Le risque de 

longévité est le risque que, pour une population donnée, la durée de vie moyenne de 

lôensemble des individus soit plus longue que ce qui est attendu. Il se décompose en deux 

risques, sp®cifique et syst®mique, ce qui am¯ne la question de lôassurabilit®. La 

conception actuarielle des limites de lôassurabilit® d®finit un risque assurable comme un 

risque auquel peut sôappliquer la loi des grands nombres. Dans ce cas, le risque est 

diversifiable au sens de lôassurance et dispara´t compl¯tement si lôassureur est capable de 

se constituer une mutualité suffisamment grande. Un risque indiversifiable ne disparait 

pas par mutualisation et, de ce fait, est difficilement assurable. Le risque de longévité 

comprend une part syst®mique. Il sôagit du risque que la mortalit® agr®g®e de la 

population de référence spécifique dévie, à long terme, de sa valeur attendue à un âge et 

au-del¨ dôun horizon de temps donné. Le risque systémique de longévité est non 
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diversifiable au sens de lôassurance contrairement au risque de long®vit® individuel 

(spécifique) qui peut °tre ais®ment ®limin® par mutualisation au sein dôun portefeuille 

bien diversifié comme le prédit la loi des grands nombres. Compte tenu de lôaugmentation 

constante de lôesp®rance de vie, il est imp®ratif pour les fonds de pension de trouver des 

solutions pour atténuer les effets du risque de longévité sur leurs portefeuilles. 

 

 Depuis plusieurs décennies déjà, des démographes et actuaires se penchent sur le 

développement de modèle de prévisions des taux de mortalité. Ces prévisions permettent 

entre autres de d®terminer lôesp®rance des taux de mortalit® futurs pour que les fonds de 

pension aient une idée générale des rentes viagères à payer aux retraités. Dahl [9] a 

cependant montré que ces modèles déterministes ont historiquement tendance à sous-

estimer lôesp®rance de vie. Jusquôau d®but des ann®es 2000, il nôexistait pas de moyens 

de couverture efficaces contre le risque de longévité. Afin dôoffrir aux compagnies 

dôassurance-vie et fonds de pension la possibilité de gérer ce risque, Blake et Burrows [3] 

ont sugg®r® la cr®ation des obligations de long®vit®. Bien que leur utilisation nôait pas 

encore connu un franc succès, cette initiative a ouvert la voie à plusieurs réflexions, dont 

celle de développer un marché de produits financiers d®riv®s pour se couvrir. Il sôagit 

dôune solution prometteuse mais qui nôen est quô¨ ses pr®mices. Cette étude va se pencher 

plus particulièrement sur deux produits dérivés qui sont déjà utilisés sur le marché pour 

couvrir son portefeuille dôactions ou dôobligations : les forwards et les options. On va 

construire un portefeuille synth®tique et ®valuer lôefficacit® de ces instruments de 

couverture dont les sous-jacents seront les survies, les mortalités et les paramètres de 

modèles stochastiques utilisés pour les prévisions de taux. 

 

 Après cette brève introduction, ce mémoire formule les objectifs et les 

contributions pratiques apportées à la littérature. La section 3 inclut une revue de la 

littérature sur les principales études portant sur le risque de longévité et les différentes 

m®thodologies employ®es pour lô®valuer. La section 4 pr®sente les données utilisées pour 

cette étude. La section 5 décrit la méthodologie des différents modèles de taux de 

mortalit®, côest-à-dire les modèles Li -Lee [24], M5 de Cairns et al. [6] et M7 de Cairns et 

al. [7], et leur mise en place. La section 6 présente la construction du portefeuille 

dôannuit®s auquel on applique les instruments financiers d®riv®s de couverture dans la 
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section 7. Apr¯s une br¯ve analyse de lôefficacit® des couvertures, ce mémoire se conclut 

en exposant les faits saillants des différents résultats.  

 

2.  Objectifs du mémoire et contributions 
 

Le premier objectif de ce mémoire est de modéliser et prédire les taux de mortalité 

futurs à lôaide de trois modèles : le modèle Li-Lee [24] (référence en actuariat), le modèle 

M5 de Cairns et al. [6] et le modèle M7 de Cairns et al. [7]. Ces trois modèles permettent 

ensuite de simuler des scénarios de décès afin de tester un portefeuille de rentes viagères. 

Lôutilisation de diff®rents instruments financiers d®riv®s pour la couverture du risque de 

long®vit® et lô®valuation de leurs efficacit®s constituent le second objectif de ce travail.  

 

Bien que la litt®rature scientifique regorge dôarticles sur le risque de long®vit®, aucun 

article ne sôint®resse à la fois à la couverture en survie, en mortalité et en kappa pour une 

population donnée tout en prenant en compte un ajustement pour le risque. En ce sens, 

cette étude permet une avancée dans ce domaine grâce aux résultats obtenus avec la 

population des femmes canadiennes, et également, dans une moindre mesure, avec la 

population des hommes canadiens, américains et britanniques. Dôun point de vue 

pratique, la contribution principale est de justifier le besoin dôun march® de produits 

dérivés sur la longévité, en particulier au Canada. Les transactions sur les produits de 

longévité sont en croissance depuis quelques années ¨ lô®chelle mondiale, ce qui traduit 

un int®r°t et une volont® de se prot®ger contre ce risque. Dôailleurs, ce m®moire traite non 

seulement de portefeuilles unicohortes, mais également de portefeuilles multicohortes. 

En effet, ces portefeuilles reflètent davantage la réalité à laquelle doivent faire face les 

participants du march®, en particulier les fonds de pension et les compagnies dôassurance. 

Les conclusions de lôefficacit® des trois types de couverture nôen seront que renforc®es, 

dans lôoptique dôun d®veloppement et dôune mise en place concrète de tels instruments 

sur le marché.  
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3.  Revue de littérature 
 

Afin de dresser un portrait global du sujet, il est important de mentionner lô®volution 

des études passées ainsi que les résultats les plus marquants dans la littérature scientifique. 

Le risque de longévité en tant que tel est certes une problématique des temps modernes, 

mais lôint®r°t pour la démographie, en particulier la prévision des taux de mortalité, ne 

date pas dôhier, bien quôil se soit acc®l®r® ces derni¯res d®cennies. La mathématisation de 

la science de la population a beaucoup progressé au XIXème siècle, notamment grâce à la 

formulation dôune loi de la mortalit® fond®e sur lô©ge par Benjamin Gompertz [12] et de 

la loi logistique par Pierre-François Verhulst [35]. Dans sa publication de 1825, Gompertz 

suggéra que la force de la mortalité augmentait de faon exponentielle avec lô©ge selon le 

modèle paramétrique : 

ÌÎή ὼzÌÎὑ  

où qx correspond à la probabilité de décès dans lôann®e dôun individu âgé de x années, K 

et Ŭ ®tant des constantes. Une telle loi nôa pas seulement un r¹le th®orique, elle r®pond 

aussi aux problèmes concrets que se posaient les actuaires à une époque où les statistiques 

de mortalité étaient encore incertaines. Petit à petit les données de recensement se sont 

améliorées et ont mis en lumière quelques insuffisances du modèle aux âges assez jeunes, 

ce qui a poussé Makeham [25] ¨ proposer lôajout dôune constante au mod¯le. A la m°me 

période, Verhulst a proposé un autre mod¯le de croissance dôune population que celui 

proposé par Malthus. Ce mod¯le, qui utilise entre autres une fonction quôil nommera 

« fonction logistique » en 1845, stipule quôune population verrait sa croissance ralentir 

au fur-et-à-mesure que son effectif progresse. Malgré le fait que ces premiers travaux 

datent dôil y a presque deux si¯cles, ce nôest que depuis tout r®cemment que les mod¯les 

de prévisions se sont multipliés. 

 

Ces récents modèles stochastiques de prévisions sont issus tout dôabord de la branche 

des statistiques appliquées à la démographie. Ils utilisent les taux de mortalité historiques 

pour exprimer les taux de mortalité futurs en se basant sur lôhypoth¯se que la tendance 

des taux dans le temps est constante et quôelle sera la m°me dans lôavenir. On verra 

toutefois dans la Section 5 quôil est important de bien choisir le nombre dôann®es de 
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données dans la p®riode dô®tude. En effet, on peut prendre des données tellement 

lointaines quôelles ne correspondraient plus forc®ment aux tendances dôaujourdôhui. 

Dôailleurs Li [20] a soulign® que si la p®riode dô®tude ®tait trop longue alors cette 

hypoth¯se nôétait pas respectée. Lôun des mod¯les dôinspiration d®mographique de base 

est celui de Lee-Carter [19] qui consiste à extrapoler les tendances passées. Ce modèle a 

tout dôabord été développé spécifiquement pour les données américaines et suppose que 

les taux de mortalité sont log-linéaires. Lôid®e est dôajuster ¨ la s®rie (doublement indic®e 

par x et t) des logarithmes des taux une structure param®trique ¨ laquelle sôajoute un 

phénomène aléatoire. Il a par la suite été repris avec dôautres donn®es, comme ceux des 

pays du groupe du G7 pour Tuljapurkar et al. [33] par exemple, au point o½ il sôest 

rapidement imposé comme le modèle actuariel étalon pour la prédiction des taux de 

mortalité. Dès lors, de nombreuses études et extensions de ce modèle ont été développées, 

¨ lôimage des travaux de Wilmoth [38] et Lee [18] qui ont plutôt estimer les paramètres 

en utilisant la méthode des moindres carrés (OLS). Alho [1], quant à lui, a privilégié 

lôestimation des paramètres avec la méthode du maximum de vraisemblance (« Maximum 

Likelihood »). Cette approche se base sur lôapproximation du nombre de d®c¯s observ®s 

Ὀ ὸ, qui suivrait une loi de Poisson. Le modèle est alors défini par : 

Ὀ ὸ ͯ ὖέὭίίέὲά ὸὉ ὸ  

où ά ὸ Ὡ  est le taux de mortalité modélisé et Ὁ ὸ repr®sente lôexposition 

au risque de mortalité. Selon Alho, sa m®thode r®soudrait en partie lôinconv®nient 

principal de la m®thode avec OLS qui pose lôhypoth¯se que les r®sidus sont 

homoscédastiques. Le logarithme des taux de mortalité observés est davantage variable 

aux âges avancés plut¹t quôaux jeunes ©ges parce que le nombre de personnes aux âges 

avancés est plus petit et donc lôimpact marginal dôun d®c¯s suppl®mentaire est plus 

important. Bien que réutilisée par Brouhns et al. [5], cette approche ne se sera toutefois 

pas vraiment imposée.  Une autre estimation possible des paramètres est celle proposée 

par Booth et al. [4]. Ils furent les premiers ¨ souligner que lôutilisation de la d®composition 

en valeurs singuli¯res (SVD) pour lôestimation du mod¯le Lee-Carter sélectionne 

seulement la première paire de paramètres  et ‖ parmi la multitude de paires estimées. 

Ce point est en partie développé dans la modélisation du modèle Lee-Carter (Section 5) 
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o½ lôon sôint®resse aux deux premi¯res paires de param¯tres. De faon g®n®rale, cette 

extension peut mener à un modèle bien plus compliqué de la forme suivante : 

ὰὲά ὸ   ‖  

Ultérieurement, ces modèles avec plusieurs termes âge/période ( et ‖) ont fait lôobjet 

dô®tudes plus spécifiques comme celle de Hyndman et Ullah [15] qui utilise lôanalyse des 

données fonctionnelles, et dont ma collègue C. Nedyalkova [26] traite également dans 

son mémoire, ou encore celle de Wang et al. [36] qui utilise lôanalyse en composantes 

principales. Ces extensions du modèle de Lee-Carter se sont montrées moins populaires 

dans la pratique, probablement à cause du grand nombre de paramètres qui rendait la 

prévision compliquée. Dans ce m®moire, on va se pencher davantage sur lôextension 

proposée par Li et Lee [24] où lôapplication du mod¯le Lee-Carter se fait dans un premier 

temps sur un groupe de population pour identifier la tendance centrale du groupe (facteur 

commun), puis dans un second temps on identifie les particularités et les tendances 

historiques de chaque population ¨ moyen terme. Bien quôon ne lôabordera pas dans cette 

étude, le modèle Li-Lee est adapté pour prendre en compte le risque de base de chaque 

population et permettre la mise en place dôune couverture entre population (ç cross-

population hedge »). Les différents modèles énumérés jusquô¨ pr®sent sôinspirent du 

modèle de Lee-Carter, mais il existe dôautres types de mod¯les de pr®dictions des taux de 

mortalité dans la littérature. En 2006, Cairns et al. [6] ont proposé un nouveau modèle, le 

modèle CBD M5, qui sort du paradigme Lee-Carter dont lôune des propriétés est très 

int®ressante dans lôoptique de d®velopper des produits de long®vit® sur le march®. Il sôagit 

de la propri®t® dôinvariance des donn®es et elle consiste ¨ garder les valeurs des 

param¯tres pass®s identiques m°me apr¯s lôajout de nouvelles donn®es dans lôestimation. 

Chan et al. [8] précise toutefois que les « fits » sont moins bons que les autres modèles, 

ce quôil va tenter de corriger quelques ann®es plus tard. En effet en 2009, Cairns et al. [7] 

ont élargi leur modèle M5 initial et examin® trois autres mod¯les quôils ont nommés M6, 

M7 et M8. Ils se définissent par : 

-υḊÌÏÇÉÔ ήȟ ‖ ὸ ὼ ὼӶ‖ ὸ 
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-φḊÌÏÇÉÔ ήȟ ‖ ὸ ὼ ὼӶ‖ ὸ   

-χḊÌÏÇÉÔ ήȟ ‖ ὸ ὼ ὼӶ‖ ὸ ὼ ὼӶ „ ‖ ὸ   

ὓψḊÌÏÇÉÔ ήȟ ‖ ὸ ὼ ὼӶ‖ ὸ ὼ ὼ   

Tous ont la même forme de base que le modèle M5 auquel on rajoute un terme de cohorte, 

et également un effet quadratique dans le cas de M7. Les « fits » sôam®liorent par rapport 

au modèle M5, ce qui règle en partie le problème du « fit  » m°me si côest tout ¨ fait 

logique compte tenu que ces modèles vont chercher de la structure dans les résidus de M5 

avec des paramètres en plus. Ils sont donc non seulement moins parcimonieux mais ils ne 

respectent plus la propri®t® dôinvariance du mod¯le M5 en contrepartie à cause de 

plusieurs contraintes dôidentifiabilit® du mod¯le quôils doivent respecter. En pratique, le 

mod¯le M7 sôav¯re °tre la plus populaire des extensions du mod¯le M5 parce quôil a de 

meilleurs « fits » que M6 et que la sélection du xc approprié pour le paramètre de cohorte 

avec M8 rend plus compliqué le « fit  » des données. Côest pourquoi le choix du troisi¯me 

mod¯le sôest port® sur M7. Bien que ce mémoire ne va traiter que des modèles Li -Lee, 

M5 et M7, il est important de faire remarquer quôil existe encore dôautres modèles tel le 

modèle de Renshaw et Haberman [30], dit M2, qui incorpore un terme de cohorte dans le 

modèle de Lee-Carter, le modèle âge-période-cohorte dôOsmond [29], appelé également 

M3, ou encore dôautres mod¯les sôinspirant de la finance comme lôutilisation du processus 

dôOrnstein-Uhlenbeck avec entre autres des mouvements browniens. 

 

4.  Description des données 
 

Avant de présenter les données utilisées et la façon dont elles ont été obtenues, 

définissons le taux central de mortalité pour la cohorte ©g®e de x ann®es ¨ lôann®e t. En 

reprenant les travaux de Cairns et al. [9], on appelle le taux de mortalité central pour un 

individu âgé de x années à lôann®e t, m(x,t), lequel correspond au nombre de décès au 

cours de lôann®e t des individus ©g®s de x ann®es divisé par la moyenne de la population 

observée lors de l'année t et âgée de x années. La moyenne de la population sôapproxime 

souvent par un estimé de la population âgée de x années au milieu de lôann®e t, soit le 30 

Juin. Le taux central de mortalité est alors donné par : 



8 
 

 

ά ȟ

.ÏÍÂÒÅ ÄÅ ÄïÃîÓ ÌÏÒÓ ÄÅ ÌÁÎÎïÅ Ô ÄÅÓ ÉÎÄÉÖÉÄÕÓ ÝÇïÓ ÄÅ Ø ÁÎÎïÅÓ

0ÏÐÕÌÁÔÉÏÎ ÏÂÓÅÒÖïÅ Û ÌÁ ÍÏÉÔÉï ÄÅ ÌÁÎÎïÅ Ô ÅÔ ÝÇïÅ ÄÅ Ø ÁÎÎïÅÓ
 

 

Comme notre étude se consacre en partie à la comparaison et la dépendance de la 

mortalité estimée entre populations, les données utilisées sont les taux centraux de 

mortalité chez les hommes et les femmes âgés de 0 à 110 ans et plus pour le Canada, les 

Etats-Unis et le Royaume-Uni. La fen°tre dô®tude peut sô®tendre de 1933, date à partir de 

laquelle les premières données américaines sont disponibles, jusquô ̈2016. Ces données 

sont disponibles via la base de données de mortalité humaine (Human Mortality Database 

ou HMD) [14]. Cette base de données a été créée par le département de démographie de 

lôUniversit® de Californie, Berkeley (Etats-Unis) ainsi que lôInstitut Max Planck 

(Allemagne) afin de fournir des données détaillées sur la population et la mortalité dôune 

quarantaine de pays. Elle contient entre autres les taux de mortalité centraux (mx,t), la 

probabilité de décès dans lôann®e (qx,t), le nombre de décès (dx,t) ou encore lôesp®rance de 

vie (ex,t) en fonction de lô©ge x et de lôann®e t. Bien que certaines m®thodes dôestimation, 

comme le modèle Lee-Carter originel [19], préconisent de regrouper les données par 

tranches de 5 ans, nous utilisons dans toute notre étude les taux centraux âge par âge. 

Notons aussi que les modélisations choisies sont en âges spécifiques et non en cohortes, 

côest-à-dire en suivant les diagonales de la matrice ci-dessous. Avec la notation du taux 

central de mortalité précédemment énoncée, la matrice de données se présente alors sous 

la forme :  

 

           =ÇÅÓȾ!ÎÎïÅÓ     ρωσσ       ρωστ   Ễ     ςπρυ       ςπρφ 

π
ρ
ể
ρπω
ρρπ

         

ở

Ở
ờ

ά ȟ ά ȟ Ễ ά ȟ ά ȟ

ά ȟ Ệ Ệ Ệ ά ȟ

ể Ệ Ệ Ệ ể
ά ȟ Ệ Ệ Ệ ά ȟ

ά ȟ ά ȟ Ễ ά ȟ ά ȟ Ợ

ỡ
Ỡ

 

 

La Figure 1 repr®sente cette matrice o½ lôon remarque que les taux augmentent 

avec lô©ge. Les séries temporelles pour chaque âge semblent suivre une tendance à la 

baisse, comme lôillustre la Figure 2 qui est un gros plan de la Figure 1 pour les femmes 

âgées de 65 ans, grâce notamment aux progrès de la médecine et de la technologie qui ont 
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permis dôam®liorer le niveau de vie et conséquemment diminuer les taux de mortalité. Ce 

phénomène est non seulement observable pour les trois populations de lô®tude pour tous 

âges et genres, mais il est également de la même ampleur. Autrement dit la tendance 

décroissante des données pour un âge spécifique tourne autour des mêmes taux. Pour 

lô©ge de 65 ans par exemple, les taux de mortalité des trois populations est dôenviron 0,03 

en 1933 et diminuent en 2016 entre 0,007 et 0,01. Cette forte proximité des données ainsi 

que de la tendance générale est renforcée du fait que ces trois pays sont développés et 

partagent un même mode de vie. 

 

 

Figure 1 : Taux de mortalité bruts des femmes canadiennes de 50 à 110 ans 
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Figure 2 : Taux de mortalité des femmes de 65 ans pour les trois populations 

 

Un des objectifs de ce mémoire étant de tarifer des produits dérivés de longévité, 

la modélisation des taux de mortalité que lôon utilise doit être la plus précise possible. 

D¯s lors, il est n®cessaire dôaborder la notion de stationnarit® des s®ries temporelles afin 

dô®viter des régressions fallacieuses. En effet, si les séries temporelles sont non-

stationnaires, ce qui est le cas comme le suggère la Figure 2, les prédictions obtenues 

pourraient être trop optimistes et erronées. La solution consiste à les rendre stationnaires 

en différenciant les données par rapport au temps : 

ɝά ȟ ά ȟ ά ȟ                                              (1) 

On présente les données différenciées pour les femmes canadiennes à la Figure 3. Afin 

de mieux visualiser la stationnarité des séries temporelles et de comparer les trois 

populations entre elles, on présente à la Figure 4 les taux de mortalité différenciés à 

travers le temps pour les femmes âgées de 65 ans. Bien que le graphique ne soit pas une 

statistique, comme le test de Dickey-Fuller que nous utiliserons plus loin dans ce 

mémoire, il semble indiquer que les séries différenciées sont bien stationnaires, ce qui 

nous permet ainsi de chercher un modèle valide. 
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Figure 3 : Taux de mortalité différenciés des femmes canadiennes de 50 à 110 ans 

 

Figure 4 : Taux de mortalité des femmes de 65 ans différenciés pour les trois 

populations 

 

On constate également que la volatilité des taux de mortalité et des données différenciées 

(respectivement Figure 1 et 3) tend ¨ augmenter de plus en plus avec lô©ge. Ce ph®nom¯ne 

est dôautant plus prononcé pour les grands âges puisque lôimpact marginal du d®c¯s dôune 

personne de 90 ans sur les taux de mortalit® sera plus important que celui dôune personne 

de 65 ans. Les populations les plus âgées étant moins nombreuses, la fluctuation aléatoire 

des données est alors plus marquée. Human Mortality Database [14] a ainsi remédié à ce 
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problème en lissant les taux de mortalité avec le modèle de Kannisto [16], ce qui explique 

les tendances linéaires observées à partir de 90 ans. 

 

5.  Modélisation des taux de mortalité 
 

Depuis plusieurs années, de nombreux modèles de mortalité stochastiques 

extrapolatifs sont utilisés. Ces modèles sont construits de la même manière : quand ils 

modélisent les données historiques, une ou plusieurs séries de paramètres variables dans 

le temps ou en fonction des âges sont identifiées. En extrapolant les paramètres temporels 

dans le futur, des prévisions de mortalité sont obtenues. Ces paramètres, qui contiennent 

de précieuses informations sur lô®volution de la mortalit® dans une population au cours 

du temps, peuvent être utilisés comme indices de mortalité. Dans cette section, nous 

allons modéliser les taux de mortalité des populations canadiennes, américaines et 

britanniques de deux façons pour pouvoir estimer au mieux les taux de mortalité futurs. 

Nous introduirons dans un premier temps le modèle de référence de Lee-Carter (LC) [19] 

auquel nous appliquerons lôextension proposée par Li  et Lee (LL) [24] en incorporant un 

facteur commun et un facteur spécifique propre à chaque population. La seconde méthode 

dôestimation consiste ¨ implémenter le modèle M5 de Cairns et al. [6] aux mêmes 

données. Le choix de ce modèle est justifié par sa robustesse par rapport à une extension 

de la p®riode de r®f®rence, autrement dit quand les taux de mortalit® dôune nouvelle ann®e 

sont disponibles et que le modèle est mis à jour en les incorporant, alors les indices des 

années précédentes ne seront pas affectés. Cette propriété est très importante pour 

lôapplication que lôon en fait en finance, notamment en actuariat, car ce serait impossible 

de suivre un indice si ces valeurs historiques devaient être révisées régulièrement. Enfin, 

le mod¯le M7 de Cairns et al. [7] sera ®galement trait® puisquôil donne les meilleurs 

« fits » et quôil sôinspire du modèle M5 qui poss¯de la propri®t® dôinvariance et sur lequel 

se fonde la couverture en kappa. 
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5.1 Modèle de Lee-Carter  

5.1.1 Présentation du modèle de base de Lee-Carter  

Le modèle proposé par Lee et Carter [19] est devenu un modèle actuariel étalon 

pour la prédiction des taux de mortalité, que ce soit pour de simples fins statistiques de 

recensement ou pour les couvertures dôassurance dans lôactuariat contemporain. La 

modélisation ainsi retenue est la suivante : 

ὰὲά ȟ  ‖ ‐ȟ                                               ς 

où : 

ά ὸ représente le taux central de mortalité à la date t pour lô©ge x, 

 est la composante sp®cifique ¨ lô©ge x et sôinterpr¯te comme la valeur moyenne 

des ὰὲά ȟ  au cours du temps, 

‖ d®crit lô®volution g®n®rale de la mortalit® par rapport au temps,  

 traduit la sensibilité par âge de la mortalit® par rapport ¨ lô®volution g®n®rale de 

la mortalité, 

‐ȟ est le résidus reflétant les particularités propres ¨ lô©ge x et ¨ lôann®e t non 

capturées par le modèle. 

 

Les donn®es initiales se pr®sentent sous la forme dôune matrice de taux de mortalit® 

doublement indic®e par lô©ge (g®n®ralement en ligne) et le temps (en colonne). Le mod¯le 

consiste à décomposer le logarithme des taux de mortalité centraux selon deux 

composantes, lô©ge et le temps, gr©ce ¨ une structure param®trique d®terministe (

‖) ¨ laquelle sôajoute une variable al®atoire ind®pendante et identiquement distribu®e 

selon une loi N(0,ůĮ). Lôestimation des taux de mortalit® est alors obtenue en extrapolant 

lô®volution de ces facteurs dans lôavenir ¨ partir des tendances pass®es. Le modèle est 

toutefois non identifiable car sur-paramétré. Il convient de poser quelques contraintes 

supplémentaires sur les paramètres pour garantir lôidentifiabilit® du mod¯le : 

 ρ ÅÔ ‖ π 
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avec Ø et Ô respectivement lô©ge minimum et la premi¯re ann®e de la p®riode dô®tude, 

et Ø  et Ô respectivement lô©ge maximum et la derni¯re ann®e de la p®riode dô®tude. 

 

5.1.2 Estimation des paramètres du modèle 

La partie droite de lô®quation ne comportent que des variables à estimer ȟ Ὡὸ ‖)  et 

aucune variables observables, lôestimation des param¯tres se fait donc avec la m®thode 

des moindres carrés ordinaires et une décomposition en valeurs singulières (SVD) : 

 

ȟȟ‖  ÁÒÇ ÍÉÎ ὰὲά ȟ

ȟ

 ‖ ό 

 

1ère étape : Estimation de ♪● 

Lôestimation du param¯tre  sôobtient grâce à lô®quation qui mod®lise les taux de 

mortalit® et en utilisant la contrainte dôidentifiabilit® sur les ‖. Comme  dépend de 

lô©ge, lôastuce consiste ¨ sommer les ÌÎÍ ȟ  sur la période. 

ὰὲά ȟ  ‖ ‐ȟ   ‖ ‐ȟ ὴὥὶ ὰὭὲïὥὶὭὸï 

Or, 

‖ π Ὡὸ 
‐ȟ

ὸ ὸ ρ
π ὧὥὶ ‐ȟḐὔπȟ„ 

 ὨέĬ  ὸ ὸ ρ ÌÎά ȟ 


ρ

ὸ ὸ ρ
ÌÎά ȟ                                               σ 

On obtient de la Formule (3) que lôestimation de  est la moyenne temporelle, ̈  lô©ge x, 

du logarithme des taux instantanés de mortalité. 
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2ème étape : Estimation de ♫● et ⱥ◄ avec une décomposition en valeur singulière 

Les paramètres  et ‖ sont endogènes et se déduisent de la décomposition en valeur 

singulière (Annexe 1) réalisée sur la matrice :ȟ ὰὲά ȟ  : 

 

:ȟ ‖ 5ɫ6 „όὺ „όὺ  

avec :  


ό

В ό
 Ὡὸ ‖ „ ό ὺ                                    τ 

On dénote U la matrice des vecteurs singuliers à gauche, VT la matrice des vecteurs 

singuliers à droite et Ɇ la matrice rectangulaire dont la diagonale comprend les diff®rentes 

valeurs singulières de la matrice :ȟ. Les Figures 5 et 6 illustrent lô®volution des 

paramètres ,  et ‖ lorsque que lôon applique le modèle LC aux hommes et aux 

femmes canadiennes. Ces paramètres sont obtenus en utilisant les données de HMD [14] 

à partir de 1950 au lieu de 1933. Ce choix se justifie dôune part par les taux de mortalité 

plus élevés causés par la Seconde Guerre Mondiale et par la tendance générale des taux 

de mortalit® qui nôest pas la m°me en 1933 et en 2016. Dôautre part, la mod®lisation des 

‖ avec un modèle ARIMA est plus simple avec les données dès 1950 (marche aléatoire) 

plut¹t quô¨ partir de 1933 (ARIMA(1,1,1)). 
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Figure 5 : Alpha de la population canadienne avec le modèle LC 

 

On note que le paramètre , connait une diminution de 0 à 10 ans et tend à 

augmenter de faon constante par rapport ¨ lô©ge jusquô¨ 110 ans. Lôaugmentation plus 

prononcée de  lors de lôadolescence (12-30 ans) peut sôexpliquer par des suicides 

(surtout chez les jeunes hommes) ou des accidents de la route plus fréquents. La tendance 

générale des taux de mortalité pour chaque année, ‖, décroit entre autres à cause des 

progr¯s de la m®decine et dôun meilleur niveau de vie. Quant ¨ , il nous indique la 

vitesse à laquelle les taux diminuent par rapport à ‖. 

 

Figure 6 : Beta et Kappa de la population canadienne avec le modèle LC 

 

Pour vérifier la qualit® du mod¯le, on introduit la mesure du taux dôinertie, aussi appel®e 

pourcentage de variance expliquée, et qui se définit par : 

ʐ
‗

В‗

„

В„
                                                         υ 

 

où ‗ représentent les valeurs propres de ma décomposition. Le modèle de Lee-Carter ne 

prend en compte que la première valeur singuli¯re dans lôestimation des param¯tres  et 

‖. Or si le taux dôinertie Ű est jug® insuffisant ou si une structure dans les r®sidus subsiste, 

il peut °tre pertinent dôinclure une ou plusieurs valeurs singulières supplémentaires dans 

la décomposition. Lôextension à deux facteurs du modèle de Lee-Carter proposé par 
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Booth et al. [4] inclue justement une deuxième valeur singulière pour obtenir le modèle 

suivant : 

ὰὲά ȟ  ȟ‖ȟ ȟ‖ȟ ‐ȟ 

avec les mêmes contraintes dôidentification : 

ȟ ȟ ρ ÅÔ ‖ȟ ‖ȟ π 

On notera que les valeurs singuli¯res ůi sont ordonnées de façon décroissante sur la 

diagonale de la matrice Ɇ, autrement dit ʐ ʐ Ễ ʐ  ȟ . Lôapport marginal 

dôune valeur singuli¯re suppl®mentaire dans lôestimation est ainsi de plus en plus faible. 

Il devient alors nécessaire de regarder si la précision apportée par une valeur singulière 

suppl®mentaire vaut la peine dôalourdir le mod¯le car il faudra par la suite mod®liser les 

‖ selon un modèle ARIMA pour les prévisions futures, ce qui sera traité plus loin. 

 

 Hommes Femmes 

Canada 0,9363 0,9311 

Etats-Unis 0,9456 0,9499 

Royaume-Uni 0,9379 0,9318 

Tableau 1 : Taux dôinertie de la SVD 

 

Dôapr¯s le Tableau 1, tous les taux dôinertie de la SVD sont sup®rieurs ¨ 0,9. Ces 

bons r®sultats, associ®s au faible apport dôune valeur singuli¯re suppl®mentaire, nous 

permettent de conclure que la SVD dôordre 1 est suffisante pour estimer les param¯tres 

 et ‖. 

 

5.2 Modèle de Li-Lee 
 

Depuis plusieurs décennies, les populations du monde entier deviennent de plus 

en plus connectées par le commerce, la technologie, les communications, les transports 

ou même les maladies. Bien que chaque pays ait sa propre histoire, sa culture et un niveau 

de développement qui lui est propre, la démographie est également touchée par cette 
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interconnexion mondiale, en particulier pour lôesp®rance de vie et les taux de mortalit®. 

En effet les tendances et trajectoires de la mortalité pour des populations étroitement liées 

semblent être relativement similaires et les quelques différences existantes ne tendent pas 

¨ sôaccro´tre ¨ long terme. Lôextension du mod¯le de Lee-Carter [19] proposée par Li-Lee 

[24] vise à mettre en lumière cette interconnexion entre les populations de certains pays, 

de certaines régions géographiques spécifiques ou simplement entre sexes, en incorporant 

un facteur commun et un facteur spécifique dans le mod¯le dôestimation des taux de 

mortalité de Lee-Carter. 

 

5.2.1 Du modèle LC au modèle à facteur commun augmenté de Li-Lee 

Pour éviter les divergences à long terme dans les prédictions de la mortalité 

moyenne pour un groupe, la condition nécessaire et suffisante est que toutes les 

populations du groupe doivent avoir les mêmes ɼ et ʆ, respectivement dénotés ɛ  et 

ɣ. Ces paramètres sont obtenus en appliquant le modèle LC au groupe dans son 

ensemble. On estime ensuite les  séparément pour chaque population du groupe (ȟ 

étant toujours la composante sp®cifique ¨ lô©ge x pour la population i), ce qui ne cause 

pas de divergence à long terme. Le modèle obtenu ci-dessous est appelé le « modèle à 

facteur commun de la population i » :  

ὰὲά ȟȟ ȟ ɛɣ ‐ȟȟ                                            φ 

Bien que ce modèle capte les changements de mortalité au cours du temps pour le 

groupe, il est généralement moins précis que le modèle LC appliqué séparément à la ième 

population parce que le facteur commun ɛɣ ne minimise pas les erreurs pour la ième 

population. Chaque population possède des caractéristiques différentes qui ne sont pas 

prises en compte dans le modèle à facteur commun. On constate que plus les populations 

étudiées ont des conditions socioéconomiques similaires et des connections fortes, plus 

le modèle à facteur commun donnera de bons résultats dû à des spécificités moins 

marquées. Toutefois si le mod¯le ¨ facteur commun nôest pas suffisant, Li et Lee propose 

dans une seconde phase lôintroduction dôun facteur sp®cifique ɼȟʆȟ pour la ième 

population en utilisant la SVD sur la matrice des résidus du modèle à facteur commun 

:ȟȟ ὰὲά ȟȟ ȟ ɛɣ. On forme alors le « modèle à facteur commun 

augmenté » suivant : 
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ὰὲά ȟȟ ȟ ɛɣ ɼȟʆȟ ‐ȟȟ                                   χ 

où ɛɣ et ɼȟʆȟ correspondent respectivement au facteur commun du groupe et au 

facteur spécifique à chaque population appartenant au groupe. La Figure 7 ci-après 

repr®sente lô®volution de ces différents paramètres en appliquant le modèle LL à la 

population canadienne pour la modélisation des deux populations femmes et hommes. 

Ces graphiques pour les populations britannique et américaine se trouvent en Annexe 3. 

 

Figure 7 : Beta et Kappa de la population canadienne avec le modèle LL 

 On remarque que le Beta commun et le Kappa commun sont similaires à ceux de 

la Figure 6 puisque ces deux paramètres vont chercher la structure commune entre la 

population des hommes canadiens et des femmes canadiennes. En revanche les 

graphiques de droite illustrent les caractéristiques de chaque genre dans les résidus, 

comme par exemple un pic du beta des hommes autour de 20 ans. Ce pic indique que les 

jeunes hommes meurent plus comparativement à la population totale du Canada, ce qui 

peut sôexpliquer par des accidents de la route plus fréquents. 
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5.2.2 Choix du mod¯le gr©ce au ratio dôexplication 

Le ratio dôexplication mesure ¨ quel point un mod¯le est efficace et permet donc 

de choisir le meilleur modèle possible pour estimer les taux de mortalité. On désigne 

RS(i), RC(i) et RAC(i) respectivement les ratios dôexplication du mod¯le LC appliqu® 

individuellement à la ième population, du modèle à facteur commun et du modèle à facteur 

commun augmenté. Ces derniers sont calculés comme suit : 

 

Ὑ É ρ
В В ὰὲά ȟȟ ȟ ɼȟʆȟό

В В ὰὲά ȟȟ ȟό
                        ψ 

Ὑ É ρ
В В ὰὲά ȟȟ ȟ ɛɣ ό

В В ὰὲά ȟȟ ȟό
                         ω 

Ὑ É ρ
В В ὰὲά ȟȟ ȟ ɛɣ ɼȟʆȟό

В В ὰὲά ȟȟ ȟό
             ρπ 

 

Le numérateur de la seconde partie de chaque ratio dôexplication correspond à la somme 

des carrés des résidus (SCR) du modèle choisi. Le d®nominateur est la SCR dôun mod¯le 

de référence qui estime les taux de mortalité simplement comme étant la moyenne 

temporelle, ¨ lô©ge x, du logarithme des taux centraux de mortalité. Ainsi plus les résidus 

du modèle choisi sont faibles, plus le rapport des deux SCR est petit, de sorte que le ratio 

dôexplication se rapproche de 1. 

 

 Homme Femme 

RS RC RAC RS RC RAC 

Canada 0,9363 0.9258 0,9516 0,9311 0.9127 0,9309 

Etats-Unis 0,9456 0,9338 0,9595 0,9499 0,9243 0,9577 

Royaume-Uni 0,9379 0,9257 0,9568 0,9318 0,9044 0,9496 

Tableau 2 : Ratio dôexplication des différents modèles 

 

Comme le soulignent Li et Lee dans leur article [24], le modèle à facteur commun 

est la moins bonne des trois modélisations car ɛɣ ne minimise pas les erreurs de la 

population i mais plutôt celles de la population totale (RC < RS). De plus le facteur 
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spécifique du modèle à facteur commun augmenté minimise les résidus du modèle à 

facteur commun pour modéliser de la structure restante propre à chaque population (RC 

< RAC, sauf pour les femmes canadiennes). 

 

5.2.3 Modélisation des Kappas et prévisions des taux de mortalité futurs  

Lôint®r°t de mettre en place un mod¯le capable de capturer lô®volution des taux 

de mortalité historiques est par la suite de pouvoir prédire du mieux possible les taux de 

mortalité futurs. Cela consiste à modéliser les séries temporelles de Kappas grâce à un 

modèle ARIMA et dôutiliser les Kappas futurs estim®s avec les coefficients ȟ, ɛ  et 

ɼȟ pour chaque âge. Comme lôillustre la Figure 7, les Kappas ne sont pas stationnaires 

et doivent être différenciés. 

 

 

Tableau 3 : Test ADF sur le Kappa commun différencié 

 

Le test Dickey Fuller augmenté est un test statistique qui vise à savoir si une série 

temporelle est stationnaire, côest-à-dire si ses propriétés statistiques varient ou pas dans 

le temps. Dôapr¯s le Tableau 3, la p-value est de 0.0005 (très inférieure au seuil de 0.05), 

on rejette alors lôhypoth¯se nulle de racine unitaire et on peut conclure que la s®rie des 

Kappas communs différenciée est stationnaire. Pour compléter la modélisation, on 

analyse les SAC (Sample AutoCorrelation) ainsi que les SPAC (Sample Partial 

AutoCorrelation) du Kappa commun et de la série différenciée. A la Figure 8, on constate 

que la fonction dôautocorr®lation du Kappa décroît lentement et que la fonction 

dôautocorr®lation partielle chute brutalement ¨ z®ro apr¯s le premier lag, ce qui indique 

quôun mod¯le MA nôest pas n®cessaire et que Kappa peut être modélisé par un AR(1) ou 

une marche aléatoire. Concernant la série différenciée, les deux graphiques au bas de la 
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Figure 8 correspondent ¨ un bruit blanc et renforcent le choix dôune marche al®atoire 

comme modèle. 

 

 

Figure 8 : SAC et SPAC du Kappa commun et de la série différenciée 

 

Modèle ARIMA  (0,1,0) (1,1,0) (0,1,1) (1,1,1) (2,1,0) (2,1,1) 

AIC (Matlab) 267.9 268.6 269.0 264.4*  268.2 270.1 

BIC (Matlab) 270.1 273.0 273.4 271.0 274.8 278.9 

AIC (Stata) 269.9 270.6 271.0 269.4 270.3 272.2 

BIC (Stata) 274.3 277.2 277.6 278.2 279.1 283.1 

AIC (Eviews) 267.9 268.6 269.0 267.4 268.3 270.2 

BIC (Eviews) 270.1 273.0 273.4 274.0 274.9 278.9 

* Le modèle ARIMA(1,1,1) ayant atteint plusieurs contraintes, Matlab a attribué aux coefficients du 

AR(1) et du MA(1) respectivement les valeurs par défaut -1 et 1, ce qui tend à diminuer le AIC. 

Tableau 4 : AIC et BIC des modèles ARIMA modélisés sur le Kappa commun 

 

Bien que lôon ait déjà une idée de la modélisation à choisir au vu des SAC et SPAC 

obtenus précédemment, on décide dôestimer plusieurs mod¯les ARIMA et de juger de 

leurs performances ¨ lôaide des crit¯res Akaike (AIC) et Bayesien (BIC) qui se définissent 

de la façon suivante : 

ὃὍὅςὯ ςÌÎὒ 

ὄὍὅÌÎὔ Ὧz ςÌÎ ὒ 












































































































































































